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بسم الله الرحمن الرحیم

مروری بر نظریه گراف

(ویرایش جدید)براساس کتاب ساختمان های گسسته پیام نور



تعریف گراف

(تعداد یال)اندازه گراف •

(تعداد راس)مرتبه گراف •

(تعداد یالهای متصل به راس)درجه راس •
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گراف تهی، حلقه، یال موازی، گراف ساده، گراف مختلط

.گراف بدون یال را گراف تهی می نامند•

.یالی که تنها یک راس دارد را طوقه یا حلقه می خوانیم•

.متمایز از یکدیگر هستند (v,u)و  (u,v)در گراف جهت دار •

هرگاه بین دو راس یک گراف بیش از یک یال موجود باشد، آن•

.یال ها را یال های موازی گوییم

.گراف فاقد یال موازی و طوقه را گراف ساده می خوانیم•

تلط گرافی که شامل یال های جهتدار و غیر جهتدار باشد، گراف مخ•

.نامیده می شود
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مثال

گراف جهتدار•

•V = { 1, 2, 3, 4}, | V | = 4

•E = {(1,2), (2,3), (2,4), (4,1), 

(4,2)}, | E |=5

2

4

3
1



تعداد گراف های ساده، گرافِ چندگانه



e1  {1,2}, e2  {1,2}, e3  {1,3},

e4  {2,3}, e5  {2,3}, e6  {1,2}
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گراف چندگانه: مثال



دنباله گرافیکی، گراف منتظم، گراف مکمل



.با به دست آوردن ماتریس مجاورت خواهیم دید که ماتریس مجاورت آنها یکسان است

.خواهد بود nمرتبه ، گراف کاملی ازnاز مرتبه اجتماع یک گراف با مکمل خود

مثالی از گراف مکمل



گراف های کامل•

گراف های دوبخشی کامل•

K2,3

K4,5

Kn گراف های کامل 

K1 K2 K3 K4

K5

گراف های کاملKn،(n-1)-منتظم است.



زیرگراف، زیرگراف سره



زیرگراف فراگیر، زیرگراف القایی



مثال



چند نکته



ماتریس مجاورت گراف جهت دار
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سوال 



پاسخ



ماتریس مجاورت گراف جهت دار چندگانه
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ماتریس وقوع گراف



چند نکته



تست

:ماتریس وقوع گرافی به صورت زیر است•

.را بیابید v3و درجه راس x+yمقدار •

x+y=2درنتیجه y=1و  x=1است لذا 2چون مجموع هر ستون •

چون مجموع هر سطر درجه مربوط به راس متناظر است لذا •

•Deg(v3)=2
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دو گراف یکریخت

را یکریخت گویندد، دو گراف ساده                         •

بتوان یافدت بده هرگاه یک تابع یک به یک و پوشا مانند 

:  طوری که
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مثال

دو گراف روبرو با هدم یکریخدت مدی•

باشند

ماتریس مجاورت دو گراف یکریخدت•

عریف مطابق با سطر و ستون های تابع ت

ه بده ببدارتی بد. شده، یکسدان هسدتند

کمددک بملیددات سددطری مقدددماتی از 

ت ماتریس اولی می توان دوی را به دس

.آورد



سوال

آیا دو گراف زیر یکریخت اند؟



گشت، مسیر، دور
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یک گشت از راس :گشتu به راسv دنباله ای از رئوس و یال هاست که از راس ،u شروع و به
.تعداد یالهای پیموده شده را نیز طول گشت گوییم. ختم می شودvراس 

 گذری است که راس شروع و راس پایانی یکسان باشد(گذر بسته)مدار ،.

اگر هیچ راسی در گشت تکراری نباشد، آن را مسیر گویند:مسیر  .
اگر هیچ یالی در گشت تکراری نباشد، آن را گذر گویند:گذر  .



همبندی

دگرافی همبند است که بین هر دو راس آن یک مسیر موجود باش.

کدامیک از گراف های زیر همبند است؟
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همبندی
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گراف اویلری

 نامیده می شودمدار اویلری مداری که از تمام یال های گراف ببور کند.

 نامیده می شودگراف اویلری گراف دارای مدار اویلری.

ه دارای مدار اویلری است اگرو تنها اگر همبند بوده و درج(  چندگانه)یک گراف همبند

.تمام رئوس آن زوج باشد

 نامیده می شودگذر اویلری گذری که از تمام یال های گراف ببور کند.

اس از است اگرو تنها اگر دقیقاً دارای دو رگذر اویلری دارای (  چندگانه)یک گراف همبند

.درجه فرد باشد

 از یک راس فرد شروع و به راس فرد دیگر ختم می شودگذر اویلری بتابراین



1مثال



2مثال



پیدا کردن مدار اویلری

ند برای گراف زیر گذر اویلری وجود ندارد ولی مدار اویلری وجود دارد، زیرا همب

.ودرجه تمام رئوس آن زوج است



پیدا کردن مدار اویلری

.یک دور با شروع از راس میانی بیابید

:پاک کردن دور
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:مدار اویلری مورد نظر را پیدا کردیم
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.این گراف فاقد مدار اویلری است اما گذر اویلری دارد•
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گراف هامیلتونی

 نامیده می شودمسیر هامیلتونی مسیری که از تمام رئوس گراف ببور کند.

 نامیده می شوددور هامیلتونی دوری که از تمام رئوس گراف ببور کند.

گراف اگرG ،دارای مسیر هامیلتونی استآنگاهدارای دور هامیلتونی باشد.

 گرافKn برایn>2 همیلتونی است







گراف مسطح

.گرافی است که یال های آن فقط در رئوس یکدیگر را قطع کنند•



گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح
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گراف مسطح

77



گراف مسطح

78



گراف وزن دار

گرافی است که به هر یال آن یک عدد ،گراف وزن دار
.شودگفته میوزن یالبه این عدد . حقیقی نسبت می دهیم

نامیده می وزن کل گرافمجموع وزن های همه یال ها 
.شود
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رنگ آمیزی راسی گراف

به منظور از رنگ آمیزی راسی گراف نسبت دادن رنگ به رئوس گراف است•

.طوری که هیچ دو راس مجاوری همرنگ نباشد

حداقل تعداد رنگ لازم برای رنگ آمیزی گراف، بدد رنگی راسی گراف •

.نمایش می دهندنامند و با

 (.کمترین تعداد رنگ ممکن)رنگ 3به کمک گراف پترسنیک رنگ امیزی

)(G

http://fa.wikipedia.org/wiki/%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%81_%D9%BE%D8%AA%D8%B1%D8%B3%D9%86


.رنگه شود3روش می تواند رنگامیزی 12این گراف به 



یک گرافیافتن عدد رنگی   

.درجه های رئوس گراف به صورت نزولی مرتب می شود1.

.  دبه اولین راس و رئوسی که مجاور نیست نسبت داده می شو1رنگ 2.

اشند در نظر داشته باشید اگر رئوس غیر مجاور، خود مجاور یکدیگر ب

.یکی از آنها انتخاب می شود

با راس رنگ نشده بعدی 2تا زمانی که همه رئوس رنگ شوند مرحله 3.

تکرار می شود

)(G



مثال

.بدد رنگی گراف زیر را بیابید•
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مثال

.بدد رنگی گراف زیر را بیابید•
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مثال

.بدد رنگی گراف زیر را بیابید•
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مثال

.بدد رنگی گراف زیر را بیابید•

V1

V3

V6

V

2

V4

V5

راس
V1           V2 V3 V4 V5 V6

درجه

رنگ
3 3 3 3 3 3

V1           V2 V3 V4 V5 V6

.است2عدد رنگی 



چند نکته

 گراف سادهG=(V,E)  دوبخشی است اگر و فقط اگر بتوان به هر راس

گراف، یکی از دو رنگ متفاوت را نسبت داد به طوری که هیچ دو راس 

مجاوری همرنگ 

به .نباشند

=        .2دوبخشی است اگر و تنها اگر Gببارتی دیگر 

 گراف های کامل بدد رنگیKnاست با برابرn

بدد رنگی گراف های مسطح نمی تواند بیشتر از چهار باشد.

)(G



قاعده نزدیکترین همسایه

در یک گراف از روش قابده  Hبرای به دست آوردن دور همیلتونی نیمه بهینه •

.نزدیکترین همسایه استفاده می کنیم

ای گراف با استفاده از قابده نزدیکترین همسایه، دور همیلتونی نیمه بهینه را بر•

.شکل زیر بیابید



پاسخ



پایان

خدایا چنان کن سرانجام کار    
و ما رستگار تو خشنود باش ی 



بسم الله الرحمن الرحیم

مروری بر نظریه گراف

(ویرایش جدید)براساس کتاب ساختمان های گسسته پیام نور



درخت ها و درخت های فراگیر مینیمال

گراف های همبند و درختها•

درختهای فراگیر•

درختهای فراگیر مینیمال•

الگوریتم کراسکال•

تعداد رئوس و یالها•



درخت ها

گراف های اویلری و )در قسمت قبل گراف هایی دیدم که دارای دور بودند•

ر در این بخش توجه خود را به گرافهایی جلب می کنیم که فاقد دو( همیلتونی

(درختها)هستند

Real 



درخت

یک گراف همبند بدون دور استدرخت.

عداد اگر گرافی درخت باشد، در اینصورت تعداد یالهای آن یکی کمتر از ت
!رئوس آن  است

 یک مسیر از هر راس به راس به راس دیگر دقیقاًدر یک درخت همواره
(خاصیت یکتایی مسیر در درختها)وجود دارد

مثال:



مثالهایی که درخت نیستند

همبند نیست
دارای دور است



ریشه و فرزند

ن معمولا، برای نمایش درخت، ریشه آن را در بالا و فرزندان آن را کمی پایی•

آن به رابطه پدر فرزندی را با پیکانی که نوک. تر و در زیر آن رسم می کنند

. سمت فرزند است، نمایش می دهند



درخت دودویی

درخت دودویی، درختی است که هر گره آن حداکثر دو فرزند دارد•

اردد... این نوع درخت کاربردهای زیادی مانند مرتب سازی، جستجو، ارزیابی ببارات ریاضی و –

پیاده سازی آن نیز آسان است–



درخت دودویی کامل

:درخت دودوی کامل، درختی است که•

همه برگهای آن در یک سطح قرار دارند –

هر گره غیر برگ دقیقا دو فرزند دارد–



درخت دودویی تقریباً کامل

-hاست که تا سطح hدرخت دودوی تقریبا کامل، درختی با بمق • .کامل باشد1



ویژگیهای درخت دودویی

Level 0:1 Node

Level 1:2 Nodes

Level 2:4 Nodes

Level 3:3 Nodes (Incomplete Level)

 سطح گرهkام درخت برابر است با:

12
12

12
2...421 1

1



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 


h

h
hN

 درخت دودویی در سطحk 2، حداکثرkگره دارد  .

 kklevelkheight 2log)()( 
دودویی برابر است باحداکثر تعداد گرههای یک درخت:



ویژگیهای درخت دودویی

Level 0:1 Node

Level 1:2 Nodes

Level 2:4 Nodes

Level 3:3 Nodes (Incomplete Level)

 اگرN،به بعد، برگ هستند گرههایتعداد گرههای یک درخت دودویی تقریبا کامل باشد  (

!(فرزندی ندارند

درخت دودویی با عمق : یادآوریh،تا عمق تقریبا کامل است اگرh-1 

کامل باشد

  12/ N



جنگل، درخت جهت دار، درخت ریشه دار

.اشدگوئیم اگر مسیر ساده نداشته بجنگلرا Gگراف ساده بدون جهت •

گراف جهت داری است که گراف زمینه آن یک درخت درخت جهت دار•

.باشد

ر گوییم اگر راسی داشته باشد که به ازای هریشه دار یک درخت را •

.  راس دیگر درخت، مسیری از آن به راس مذکور وجود داشته باشد



پیمایش درخت

می خواهیم با حرکت روی یال های یک درخت، همه گره های آن را هر کدام یک بار •

.به این کار پیمایش درخت می گویند. ملاقات کنیم

ترتیب بسته به این که کدام بنصر، کی ملاقات شود، پیمایش درخت لیست یا یک•

.  خطی از بناصر آن درخت به ما می دهد

.  طبیعتاً پیمایش های متفاوت ترتیب های متفاوتی خواهند داد•

ر روشهای معمول پیمایش درخت که بیشتر برای پیمایش درخت دودویی به کا•

:می روند، ببارتند از

اول بمق•

اول سطح•



پیمایش درخت



نوع پیمایش عمق اول

.پیش ترتیب، میان تربیب و پس تربیب: سه نوع پیمایش بمق اول وجود دارد•

:(VLR)پیمایش پیش ترتیب•

.ریشه را ملاقات کن•

.زیر درخت چپ را پیمایش کن•

.زیر درخت راست را پیمایش کن•

:(LVR)پیمایش میان ترتیب•

.زیردرخت چپ را پیمایش کن•

.ریشه را ملاقات کن•

.زیردرخت  راست را پیمایش کن•

:(LRV)پیمایش پس ترتیب•

.زیر درخت چپ را پیمایش کن•

.زیر درخت راست را پیمایش کن•

.ریشه را ملاقات کن•



مثال
 اول عمق
دنباله پیمایش پیش ترتیب:

 A, B, D, E, H, I, C, F, G

دنباله پیمایش میان ترتیب:
 D, B, H, E, I, A, F, C, G

دنباله پیمایش پس ترتیب:
 D, H, I, E, B, F, G, C, A

 اول سطح
دنباله پیمایش سطح ترتیب  :

 A, B, C, D, E, F, G, H, I



نمایش عبارات ریاضی با استفاده از درخت دودویی

ه به این ترتیب ک. یکی از کاربردهای درخت نمایش ببارات ریاضی است•

یش بملگرها با استفاده از رئوس داخلی و بملوندها با استفاده از برگ ها نما

.داده می شوند

:را به صورت دودویی نشاند دهید a+b*cدرخت معادل •
+

*
a

b c



مثال



عبارت میانوندی



عبارت پسوندی



عبارت پیشوندی



درخت های فراگیر

زیرگرافی از آن است Gیک درخت فراگیر در یک گراف 
.که شامل تمام رئوس گراف باشد و همچنین درخت باشد



مثالی از یافتن یک درخت فراگیر

.درخت فراگیر گراف زیر را بیابید

ده می یکی از راههای ممکن در زیر دی.بایستی که دور ها را با حذف یک یال از هر کدام از بین ببریم
شود

حل



جستجوی اول عمقدرخت فراگیر به کمک 
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جستجوی اول عمقدرخت فراگیر به کمک 


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جستجوی اول سطحدرخت فراگیر به کمک 


وع

شر
س 

را
 :

V
1



جستجوی اول سطحدرخت فراگیر به کمک 



درخت فراگیر مینیمال

درخت فراگیری از این گراف که . یک گراف وزن دار باشدGفرض کنیم •

وزن باشد، درخت کمتریننسبت به همه ی درخت های فراگیر گراف دارای 

.فراگیر مینیمال نام دارد



مالالگوریتم کراسکال برای یافتن درخت فراگیر مینی

:روش انتخاب یال ها در این روش بصورت زیر است

.هر یال که وزن کمتری دارد را انتخاب می کنیم:نخستین یال:      1مرحله ی 

یالی از گراف که قبلاً اتخاب نشده و دارای کمترین وزن است :یال بعدی:        2مرحله ی 
.شودانتخاب می 

.  هنوز اتخاب نشده اند ادامه می دهیمبه انتخاب یال های با کمترین وزن که:      3مرحله ی 
البته باید یال انتخاب شده طوری باشد  که دور ایجاد نشود

را تا زمانی تکرار می کنیم که زیرگراف ایجاد شده شامل تمام3مرحله ی :       4مرحله ی 
.رئوس گراف باشد



مثالی از الگوریتم کراسکال
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به کمک الگوریتم کراسکال، درخت فراگیر مینیمال گراف زیر را بیابید



مثالی از الگوریتم کراسکال

:جواب
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.که دارای کمترین وزن است انتخاب  می شودEDدر ابتدا یال 



مثالی از الگوریتم کراسکال
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.پس آنرا انتخاب می کنیم. دارای حداقل وزن استBFدر گراف باقی مانده یال 



مثالی از الگوریتم کراسکال
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.انتخاب می شوندBDو در ادامه CDسپس 



مثالی از الگوریتم کراسکال
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 AEپس گزینه ی بعدی یعنی! حداقل است ولی با انتخاب آن دور ایجاد می شودEFدر این مرحله یال 

..انتخاب می شود



مثالی از الگوریتم کراسکال
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همان درخت فراگیر مینیمال است( قرمز رنگ )اکنون همه رئوس انتخاب شده اند و زیرگراف بدست آمده



الگوریتم کروسکال2مثال 

به AD، یال 5کوتاه ترین یال های گراف هستند با طول CEو ADیال های •

.طور دلخواه انتخاب می شود،که به رنگ سبز نشان داده شده است



الگوریتم کروسکال2مثال 

دور ایجداد CE، در صورت انتخاب 5کوتاه ترین یال است با طول CEحالا •

.به بنوان دومین یال درخت فراگیر انتخاب می شودCEنمی شود، پس یال 



الگوریتم کروسکال2مثال 

.6می باشد با طول DFیال بعدی که باید انتخاب شود یال •



الگوریتم کروسکال2مثال 

، در اینجا یال 7می باشند با طول BEو ABدر این مرحله کوتاه ترین یال ها •

ABیال .را به طور دلخواه برمی گزینیمBD که در تصویر به رنگ قرمز نشان

را داده شده است، به این معنی است که در انتخاب های بعدی نمی توان این یدال

در درخدت فراگیدر ( ABD)انتخاب نمود، زیرا انتخاب این یال بابث ایجاد دور

.می شود



الگوریتم کروسکال2مثال 

در ایدن .7انتخاب می شدود بدا طدول BEدر ادامه، کوتاه ترین یال بعدی یعنی •

با رندگ قرمدز نشدان داده شدده اندد زیدرا FEو DEو BCمرحله یال های 

.انتخاب هرکدام موجب ایجاد دور می شود



الگوریتم کروسکال2مثال 

پایدان می پدذیرد و درخدت 9بدا طدول EGسرانجام الگوریتم با انتخاب یدال •

.پوشای کمینه ایجاد می شود



الگوریتم پریم

(  زنیال با کمترین و)در این روش از یک رأس شروع می کنیم و کمترین یال •
د که در مرحله بعد یالی انتخاب می شو. که از آن می گذرد را انتخاب می کنیم

به . یمکمترین وزن را در بین یال هایی که از دو گره موجود می گذرد داشته باش
ین همین ترتیب در مرحله بعد یالی انتخاب می گردد که کمترین وزن را در ب

رار می این روال را آنقدر تک. یالهایی که از سه گره موجود می گذرد داشته باشد
ابی در هر باید توجه کرد که یال انتخ. کنیم تا درخت پوشای بهینه حاصل شود

ش تفاوت رو. مرحله در صورتی انتخاب می شود که در گراف دور ایجاد نکند
کیل پریم با روش کراسکال در این است که گراف حاصل در مراحل میانی تش

م درخت پوشای بهینه در روش پریم همیشه متصل است ولی در الگوریت

.کراسکال در آخرین مرحله قطعاً متصل است



الگوریتم پریم

.استرئوسدر الگوریتم پریم تمرکز بر روی 

.اولویت مراحل از چپ به راست است

تشکیل از یالهایی که. ) در طی مراحل نباید نیم دور یا دور تشکیل شود: نکته

.(دور می دهند صرف نظر می کنیم

یا کروسکال درخت پوشای بهینه گراف زیر را با استفاده از الگوریتم پریم: مثال

.بیابید



الگوریتم پریم



الگوریتم پریم



2مثال 



2مثال 



2مثال 



پایان

خدایا چنان کن سرانجام کار    
تو خشنود باشی ومارستگار 


